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Indledning.

Vi forudsætte i det følgende Mærketallet n positivt, belt og indføre Betegnelserne

>= 1

V = oo

X = 00 

an~2^ ~
> = i

tn
=2

!/= O

1
(2p -H 1)”

Tn

y = oo

S
J> = o

(-ir
(2^ + 1)«’

saaledes at vi i de to første maa antage n >• 1 , medens vi for <r1 og rx faa

i det følgende bruge vi derfor saa at sige udelukkende Tegnet ax i Stedet for det noget 
vidtløftigere log 2.

Da man uden Vanskelighed beviser Formlerne 
2»-1

n > 1,

ere sn og tn overflødige i teoretisk Henseende. Vi have da ogsaa kun indført disse Rækker 
for at simplificere Formlerne.

Det er bekendt, at Rækkerne sn spalte sig i to skarpt afsondrede Grupper, efter
som n er lige eller ulige, idet vi for de første have Ligninger af Formen

s2n ■= dnsn2 = enn2n,

hvor dn og en ere rationale Tal, medens man, saavidt jeg ved, intet kender til Naturen af 
Rækkerne s2n+i. Rækkerne T2n+i have lignende Egenskaber som s2n, medens man intet 
ved om T2n.

Aarsagen til denne vor Viden om s2n og r2n+i bunder i det Faktum, at disse Tal 
ere Udviklingskoefficienter i Potensrækkerne for 7rcot7rø og tt seerø.
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Det er værd at lægge Mærke til, at der findes en lignende Spaltning af de Dobbelt
rækker, der indføres ved p-Funktionen. Alle disse Summer, der bave lige Exponenter, 
reduceres til dem, der have Exponenterne 4 og 6, medens intet tilsvarende kendes om 
Dobbeltsummerne med ulige Exponenter.

Maalet for de Undersøgelser, hvoraf et Brudstykke meddeles i den følgende Af
handling, var blandt andet det at trænge til Bunds i Spørgsmaalet om Naturen af Hækkerne 
§2n+i og Tin •

Det laa da nær at forsøge paa at bevise den bekendte Formel

2n 4-1— = $2$2n- 2 SiSin—4 ~4~ * ' ’ $2p $2n—2p 4“ ‘ S2n—2^2

direkte ud fra Definitionen for sm, uden at ty til de trigonometriske Funktioners Egen
skaber, hvilket atter naturlig maatte føre til at multiplicere to vilkaarlige af Rækkerne sTO, 
sn og de analoge, en Undersøgelse, der gennemføres ved de ny Rækker 

Cm, n

hvor vi altsaa for de to førstes Vedkommende maa antage w> 1.
Ad denne Vej faar man et simpelt Bevis for (a), ligesom man faar Midler til simple 

Beregninger af Summerne

Si^n— 2 s3sn—3 “J- ’ ’ ' ~|~ Sp^n—p “j- ’ ’ ’ Sn—2Si,

og analoge; men det er ikke lykkedes mig at bevise en til (a) svarende Relation for 
Rækkerne s2„+i.

Til ganske de samme Resultater som ved denne rent numeriske Metode kommer 
man ved Anvendelse af de Jacob Bernoulli'ske og analoge Funktioner, eller ved Rækkerne 
Bm,n og iJ7n,nt der ere nærliggende Generalisationer af cmA og j'm.t, og som have en Del 
ejendommelige og simple Egenskaber.
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De samme Resultater kunne endelig ogsaa, hvad jeg ikke her i denne Afhandling 
skal opholde mig ved, findes ved Anvendelse af visse Fakultetrækker, der ere dannede 
ved en Generalisation af Schlömilch's Metode1). Alle disse forskellige Fremgangsmaader 
briste imidlertid overfor det samme Problem, nemlig Summationen af Rækkerne

’) Sitzungsberichte d. K. Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften, 1859. Zeitschrift für Mathematik 
und Physik, Bd. IV.

2) Acta Mathematica, t. X.
3) Oversigt over Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger, 1896.
4) Ibid., 1897.

for n > 3.
lir. Direktør, Dr. Gram, hvem jeg herved bringer min forbindtlige Tak for de 

nyttige Raad og Vink, han har givet mig under Udarbejdelsen af denne Afhandling, hen
ledte min Opmærksomhed paa Rækken L(x) i Art. 8 og paa Rækker, hvis Led ere visse 
Exponentialudtryk. Det er imidlertid heller ikke lykkedes mig at naa til noget Resultat 
ad denne Vej.

Da an indgaar i liere andre af mine Undersøgelser, har Dr. Burraü beregnet mig 
den efterfølgende Tavle over Summen af a15 a2, a3,...a64.

Medens Spørgsmaalet om Naturen af Rækkerne sn altsaa endnu er aabent, ere 
disse Rækker ved Stiltjes's Tabel2) os, i numerisk lienseende, lige saa bekendte som
f. Ex. Kvadratrødderne af de hele Tal. Af den Grund betragter jeg i denne Afhandling en 
Række som summeret eller et Integral som fundet, saafremt Udtrykkene for dem alene 
indeholde æ og de reciproke Potenssummer an.

Ved de i det foregaaende omtalte Metoder er det lykkedes mig at komme til en 
fuldstændig Afslutning af Undersøgelsen over Integralerne

TT 7T Tt
2 «2 .2
p2n logp cosy? dp, \ log” cos p log^ sin p dp , \ tgp log" cosy? logp sin p dp 

som jeg er bleven ført ind paa i mine tre tidligere Arbejder «Sur la transformation d’une 
intégrale définie»3), «Sur la sommation de quelques séries»3) og «Théorème sur les inté
grales etc.»4).

Det vil være tilstrækkeligt her i Indledningen blot at nævne den ejendommelige 
Homogeneitet, der gaar gennem alle Formlerne, baade for Rækkernes og Integralernes 
Vedkommende.
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Første Afsnit.
Om Rækkerne cm>n og de analoge.

i. 
Rekursionsformler for sn og an.

g 1. Udvikling af Produkterne smsn^ sman og crman.

1. Hvis Mærketallene m og n begge antages større end 1, ere Rækkerne sm, sn, 
ffm og an alle ubetinget konvergente, saa at vi tør multiplicere to vilkaarlige af dem paa 
sædvanlig Maade. Vi ville nærmere betragte et af de derved fremkomne Produkter, f. Ex.

(«)

For at ordne Leddene paa højre Side i («) dele vi dem i tre Grupper, nemlig:

1° 1 p = l,2, 3, ....

2° 1 / P+ÿ» + ' ■ . _l_ 1 'I y — 2, 3, 4, ... ,\ (V — 1)*/  ’

3° 1 (
1m 1 9m 1

1 1 1 u = 2, 3, 4, .. . ,vn \ 1 (v—l)”1/’

hvilket er tilladt., da Rækken paa højre Side ii (a) ogsaa er ubetinget konvergent. Saaledes
faa vi altsaa Formlen

Sm &n ----  Sm-[-n —Cm, n ~m • (O

Paa lignende Maade faa vi endvidere de to analoge Formler

(!')

fim ----  Sm-\-n Um, n &n, m • ( 1 '
»

I (1) tør ingen af Mærketallene være 1; kan saaledes ikke indgaa i en Lignin 
af denne Form, skønt vi senere skulle vise, at netop denne Række bliver af stor Betydnin 
ved Undersøgelsen af Produktet smsn.

Ö
J3 

tJJ



7 401

2. Da sn er ubetinget konvergent, tør vi paa sædvanlig Maade udvikle Produktet 
sna1 *),  hvorved vi altsaa faa

J) Mertens, Crelle’s Journal, Bd. 79, Pag. 182—184.
2) Schlömilch, Compendium d. höheren Analysis, Bd. I, Pag. 190.
3) Pringsheim, Mathematische Annalen, Bd. XXI, Pag. 327—378.
4) Pringsheim, löc. cit. Pag. 358.
5) Florian Cajori, American Journal of Mathematics, Vol. XVIII, Pag. 201.

)ß)

Da Dækken paa højre Side i (ß) imidlertid kun er betinget konvergent, maa vi endnu be
vise, at vi uden at forandre dens Sum kunne ordne dens Led, som (1') fordrer det. an+i 
og dn¡i ere ubetinget konvergente, saaledes at (/?) altsaa kan skrives som

hvor s skal være 1 eller 2, eftersom v er ulige eller lige.
Ordne vi nu Leddene paa højre Side i (/?) efter Loven 

se vi, at vi paa denne Maade faa alle de første Led i (/?) med, saaledes at vi, ved at 
stanse (f) ved det v— 1te Led, kunne vælge v saa stor, at Summen af alle de tilbage
blivende Led i (ß‘) bliver mindre end enhver nok saa lille Størrelse. Da endvidere er 
konvergent, se vi altsaa, at (1') gælder for m > 1, n — 1.

3. Ved Metoden i Art. 2 se vi ligeledes, at (1“) ogsaa gælder for m> 1, 1.
Tilbage have vi altsaa kun at undersøge denne Formel for m = n= 1.

Schlömilch hævder ganske vist baade i Ord og i Gærning* 2), at den sædvanlige 
Multiplikationsregel kun tør anvendes paa uendelige Rækker, hvis Led have vexlende For
tegn, naar de positive og de negative Led for sig danne ubetinget konvergente Rækker. 
Uden at ty til de almindeligere Metoder3) beviser man imidlertid let direkte, at ¿n2 tør ud
vikles efter Cauchy's Regel4), og at det samme er Tilfældet med , hvor n er positiv, 
hel5). Og man ser da paa samme Maade som før, at (1") ogsaa gælder for m = n = I.

4. For m = n faa vi af (1) og ( 1 ") henholdsvis

C«, n ---- <2 (¿>n ¿>2n) , (2)

On, n (Sin (Tn)- (2*)
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For n = 1 faar man endelig af (2')

di, i = j(«2 — <712) = —ylog2 2’ <2")

der ogsaa let kan bevises ved Anvendelse af visse Fakultetrækker. Endelig skulle vi senere 
udlede den samme Formel ved Hjælp af bestemte Integraler. Formlen (2") kan endvidere 
udledes af en Gruppe Formler, Schaeffer har givet i Afhandlingen: «De integrali etc.* x).

$ 2. Anvendelse af Lagrange’s hekompositionsregel.

5.
La-

11
(a)

P=p-i 1 11

{-\}P1

vi ved at* 5

M> 1- (3)

> 1 ,

Og

Z> = o

/> = o

og V ere positive, hèle Tal, faa vi af (a)

jO = 0

medens x = n og a = y giver

P = o p = o

Paa samme Maade faa vi ligeledes de analoge Formler

For nærmere at undersøge Afhængigheden mellem de reciproke Potenssummer 
sn og an og de andre numeriske Hækker, vi have indført i Art. 1, ville vi anvende 
grange's Regel for Dekomposition i Partialbrøker2), idet vi gaa ud fra Formlen

+A*—i i ----------------------------------------------

p~1 hp+P (n — v)q~P '

i
i

P~1 yP+° (n----

6. Lade vi nu i (ß) y gennemløbe Værdierne 1, 2, 3,
addere de saaledes dannede Ligninger og anvende (a) i Art. 1 :

+

P = 0

h Crelle’s Journal, Bd. 30, Pag. 284.
2) Se f. Ex. L. Sauvage, Systèmes d’équations différentielles lin. et hom., Pag. 176.
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(Jp

Formlerne (31 kunne uden Vanskelighed generaliseres paa forskellig Maade. Vi ville imid
lertid ikke opholde os ved at nedskrive de derved fundne Relationer, som vi ikke senere 
faa nogen Anvendelse for.

7. Før vi kunne anvende (/?') til Udvikling af Formler for cw>„ og dm,n maa vi 
udskille det sidste Led under ethvert af Summationstegnene paa højre Side og sammen
trække disse to Brøker. Derved faa vi da paa samme Maade som før

p = p—2 p = g—2
cp,g — (— 1 )9 ^Cp-P.v+P 4~ , Ï—(—l)?_l C’j’-i2) (Cp+ç_i,i + sp+?), (4)

¿0 = 0 P = o

p~?_? P = q ?
åp,q={--  Vi?-*  ) dp-p, q+P \1 ) <Ti>+jO * H-( 1)’^—i )(7>+?-*>*  (4')

P = 0 P = O

hvor p altsaa i begge Tilfælde maa forudsættes større end 1. For q = 1 skal den sidste 
Sum i begge Formlerne udelades.

Antage vi i (/?') p = 1 , q > 1 , faa vi derimod

A>*  1 <5i, (5)

hvor s betyder O eller 1, eftersom q er lige eller ulige. Anvende vi dernæst (1"), faa 
vi af (5)

?=f-i22

For p == q = 1 faar man endelig
fl, 1 <^1, 1 ----  <72 ,

hvoraf ved (2°)
fi,*  = I log2 2. (5")

Ved samme Fremgangsmaade faa vi endvidere de med (4) og (4') analoge Formler
p=p-j p = ?—*

Tp,q = (—l)9 V+'î?1) Tp—P’I+P \—iy°(?p-i ) ffP+p • <7g_p(6)

P=o .p=0
P = P—i p=zq~i

^p,g — ( Vir-*  *)  ^p—/’■«+/’ 4“* ) Sp+P ’ Gq—P ■> P !•

,0 = 0 /> = o

(6')

D. K. D. Vidensk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. og math. Afd. VIII. 6. 52
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8. Medens vi ved Formlerne (3) i Art. 6 have udviklet Produkterne spsq, sp(jq og 
(jpffg som lineære Funktioner af de i Art. ! indførte Rækker, have vi ved (4) og (6) kun 
delvis løst den omvendte Opgave, som vi derfor nærmere maa beskæftige os med i det 
følgende. Inden vi gaa over til denne vor Undersøgelse ville vi dog kort omtale en meget 
almindelig Generalisation af Formlerne i Art. 6 og 7.

Sætte vi nemlig for Kortheds Skyld

y = i

hvor n og p forudsættes positive, hele, faa vi uden Vanskelighed af (/?) og (/?) de to
Formler

(?) (?)
L)x) L(x) (r)

(?,?) PV-J1 (p-p<q+p) g~l1 (p+P') (?-|°)
M(x) = (—0? \ [p^l)L{x) L(x).

/J = 0

Endvidere faa \ i let den følgende Formel

Í* 1 (?) (?)
\ L (x) --■ log?_1 udu — ( — 1)5_1 (q — 1 ;

i (?+?) ■?, q)\
H \L[x)-\-M(x) )

1 — u

Exercices de calcul intégrale, tonie I, Pag. 244.
2) Œuvres complètes, tome II, Pag. 189.
3) Crelle’s Journal, Bd. 30.
4) Crelle’s Journal, Bd. 42.

ir')

(r")

L(x) er undersøgt af Legendre1), Abel2 3 4) og navnlig Schaeffer ^), der have bevist flere 
ejendommelige Sætninger om denne Funktion. Metoden, vi have anvendt ved Udledelsen 
af (r")j giver en yderst simpel Løsning paa nogle af de Problemer, Smaasen*]  har be
skæftiget sig med.
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g 3. Rekiirsionsforinler for sn og <rn.

9. Sætte vi i (4) q = 1, faa vi af denne Formel

p—i
Cp, i — Cp—y+*> v i P ,

2

f-2, 1 = 83,

hvoraf ved Anvendelse af (1)
1 ‘

Cp, 1 = y 2 8ySj,_|_i—y y
. 2

eller Rekursionsformlen
p—1
¿ SySp—>4-1 —- p 8p_|_i 2 Cp( 1.
2

Af (4) faar man endvidere for q = 2, p = in— 2:

(a)

(7)

2n—4

/7 = 0

0  '(— lp° [p -|- I) 8^04.282«— p— 2  (2ZZ — 2) (C2n-i, 1 -p 82a) ,

der atter kan omformes til
n—1 n—2

2 (C2n-l,l 82«) — XS2vS2n—2>  ¿S2P4-I S2n—2V—1 ,
1 1

der, sammenlignet med (a), giver den bekendte Rekursionsformel

og de reducerede Formler

n—1
2 S2v S2n—2> 2n 4-i-F S2n

n—1
C2n, 1 *— 82«4-i S 82 > 82«—2>-|-i j

1

<?2,1 = 83 ,

C2n—1, i
n—2

— y ¿82^4-1 S2n-2V— 1
1

(8)

(9)

(9')

Udtrykkene for c2, i og c3)1 ere altsaa, formelt, ret mærkelige; af den første af disse
Formler skulle vi senere give meget almindelige Generalisationer.

10. Af (6') faar man ligeledes for q== 1

52
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der, ved Hjælp af (1"), giver Rekursionsformlen
?
2<7 > Op—vyi —— p Sp_j_ i 2 o i I 2 dp*  t,
1

der atter ved (!') kan omformes til

?
2 c» Op—»>4-i = p Sp+i 2 Yi,p—2op.}-i.
i

Sættes dernæst i (6) p = 1, g = 2n—1, faar man endvidere

n—1 n—1
71, 2n—i — V 2/<72^+1 <J2n-2V—1 — Y 2, <72> O2n—2V ,

0 0

der sammen med (10') giver den bekendte Rekursionsformel

n—1
V 2n — 1

Zj (T2,y &2n—21>   2 &2n &2n
1

og de reducerede Formler

^l,2n—1 — y<72^+1 <72n—2V—1
0

n—1
fi, 2n ~ <72^4-1 O2n—2v 4~ <72»+l — W $2n+l ,

0

7 ___ 1 ”v2 I 1 2n — 1
«2n—1,1   y 2. <72p_|_i O^n—2P—1 “T <71 ^2n—1 — y Ö2n S2n ■>

0

n—1
d2n, 1 == -2 <72v-|-l <72«—2V -j- <71 §2«----  WS2«-|-1.

0

(10)

(10')

(11)

(12)

(12')

simpel Omformning faar man imidlertidEfter en

i Parentesen under Summationstegnet let beregnes ved Anvendelse afhvor Størrelsen
Fakultetrækker.

11. Formlerne (7) og (10') kunne tjene til Beregning af Summerne

saafremt man paa en bekvem Maade kunde beregne Værdien af cn-t,t og T'i.n-i.

n—1
2 <7¡, O n—V •>
1

n—2
2 sv sn—v,
2

K”"1)’Cn—1,1
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Paa lignende Maade kan Summen

407

t +ï + j+ "■
ganske vist ogsaa uden Vanskelighed beregnes med saa stor Nøjagtighed, det skal være1); 
men den lige skitserede Metode er sikkert simplere.

For at beregne gøre vi bedst i at anvende en lignende Omformning som 
ved Cn-i,!, hvorved

_ i____________L . _1_______ \

T-!,» 1 ^n-1 1 v _|_2 1/—|—3 /’

V = 1

hvor Summationen nu ligeledes udføres uden Vanskelighed.

12. De to Rekursionsformler (8) og (11) ere som bekendt ensbetydende med 
Identiteterne

7T2 -j- 7T 2 COt2 7CX = 7T2 COSCO2 7tX , 

7T 2 COSec2 7T37 = —Dx 71 C O t ItX ,

af hvilken Grund adskillige Forfattere have beskæftiget sig med disse Formler.
Vi ville her kun nævne D. André, der i en interessant Note2) har bragt (8) i 

Forbindelse med Antallene af «alternative Permutationer» (permutations alternées), idet 
André ved alternative Permutationer forstaar saadanne Permutationer af Elementerne at, 
a2...an, i hvilke Differensen mellem ethvert Index og det foregaaende er vexlende positiv 
og negativ.

| 4. Sætninger om cm,n «g <le analoge.

13. Ved den i Art. 9 og 10 anvendte Metode kan man endvidere summere ad
skillige andre af Rækkerne „ og de analoge.

Saaledes faar man af (4) for p = 2, ç, = 2m —1

2 C2, 2»—1 1 r (y 1 ) $v+2 • s2n—V—i 4~ (2n — 1 ) (c2n, 14- S2«4-i),

V = o

hvoraf ved den første (9)

C2. 2n—i
___ (n + l) (2n-l)o _Bvn

2 <>2n + l 2 2y #21'4-1 '?2»—21a
1

(13)

) Schlömilch, Compendium d. höheren Analysis, Bd. II, Pag. 98.
!) Comptes rendus, tome LXXXVI1I, 1879.
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Paa lignende Maade faar man ligeledes af (6)
n—1n(2re—1) 2n — 1

1'2,2n—i — ——2—~ 52n+l j—^in+t— Z <72^+1 <72ra—2V • (lå)

(13) og (13') kunne generaliseres, idel man paa lignende Maade kan finde cm>n og fm,n og 
dernæst altsaa ogsaa dm¡n og dm,n, naar blot m—n er ulige.

Vi kunne imidlertid lier forbigaa de dertil nødvendige Hegninger, da vi senere ved 
bestemte Integraler langt lettere ville komme til de søgte Formler.

14. Hvis m— n er lige, synes Summationen af og ym<n derimod betydelig 
vanskeligere. Vi faa ganske vist af (3) for p = 2'==3:

S32 = ^3, 3 ~j- 3 C4, 2 ~¡- 6 Cg, i , 

hvoraf ved (1) og (9'1
C4, 2 = S32 ----  5

men videre kunne vi ikke komme ved disse Formler. For m-L n = 8 vil det saaledes ikke 
være muligt af (3) og (4) at danne andre Ligninger end

2 C5,3 4~ 5 ^6,2 = 10 s¡, s*3  —j ¿‘s •

Derimod faa vi den følgende Sætning:
Enhver af Rækkerne cm¡n, fm>n og dm,n, der have begge Mærketal ulige, er Summen 

af en lineær Funktion af de tilsvarende Rækker, der have samme Indexsum og lige 
Mærketal, og af et helt Polynomium, der er homogent af Graden m 4- n i <715 <72 • • • am+m 
naar ar regnes for at være af Graden r. Alle Koefficienterne i disse Edtryk ere 
rationale Tal.

Sætte vi nemlig i (4) og (6) efterhaanden p = 3, q = 2n— 3 ; p = 5, q = 2n— 5 ... ; 
p = 2n— 3 , <2 =-= 3 og for tillige p = 2n— 1 , q = 1 , bevises Sætningen uden Vanske
lighed for Cm<n og n- Ved (!') bevises den da ogsaa for

Havde vi i de samme Formler efterhaanden sat p == 2, q = 2n — 2 o. s.v., vilde 
de derved vundne Ligninger blive identiske med de forrige. Det samme gælder om de 
Ligninger, vi kunne udlede af (3) og (3").

15. Ved (1) og (1“) se vi, at vi, for at kende alle Hækkerne cm,n eller om<n med 
en bestemt Indexsum, kun behøve at kende dem, for hvilke m > n. Vi ville nu bevise, 
at Ym.n og dm<n have lignende Egenskaber.

Da det i Følge (1') er tilstrækkeligt at undersøge ^m,„, gaa vi ud fra (3").
Antage vi £> + <?=//, begynde vi med i Formlen at sætte p— q = 0 eller p — q = 1, 

eftersom p er lige eller ulige. Højre Side af denne Ligning indeholder da ikke nogen 
Hække f-, hvis første Mærketal er mindre end q. Ligningen løses med Hensyn til
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Dernæst anvende vi den samme Formel paa ap+iffq-t og finde derved Paa denne
Maade fortsætte vi og faa da ved det almindelige Induktionsbevis følgende Sætning:

Enhver af Rækkerne fm, n, for hvilke m < n, er lig Summen af et helt Polynomium, 
der er homogent af Graden m-\-n i a2 ...am+n, og af en lineær Funktion af de 
Rækker y, der have samme Indexsum og første Mærketal større end det sidste. Alle 
Koefficienterne i disse Udtryk ere hele Tal.

16. Vi ville her ikke opholde os ved at nedskrive de mer eller mindre ejen
dommelige Fomler, der i ret talrig Mængde kunne udledes af Art. 6 og 7.

Inden vi gaa over til at generalisere disse Formler bemærke vi blot endnu, at 
Sætningerne i Art. 14 og 15, Ord til andet, kunne udvides til de i Art. 8 definerede Funk

em) (i>>
tioner L{x\ og M (#).

Rekursionsforinler for Rækkerne tn og rn.

5. Om Produkterne K(x)ß(x} og de analoge.

17. Det er aabenbart, at de almindeligere Rekursionsforinler (7), (10) og (10') maa 
svare til Sætninger om Funktionerne

V = oo

Æ(æ) = — D*  log Tfr) — C = —4- 1---------
X V v)

V= 1

V = 00

P= o

hvor C er den saakaldte Euler Konstant.
Under Forudsætningen [#¡<1 faa vi altsaa

7f(1 —x) = s2 X 4- s3 x2 4- s4 x*  + . .. . 1

¡ (al
ß ( 1 — X) == o J -j— o 2 X -I- <y 3 X2 4-................... J

Kvadreres dernæst (a), faar man ved Anvendelse af (7) og (10') henholdsvis

Æ2(l—x) = DXK(\—x) — s 2
» = 00

_,| = p.«(1 - 2 .A_ +

> = 1

(14)

(14')
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(Or

> = 2
hvor

den ny Formel

)

Af (14') og (14") faar man da endelig

(o\ = I.

Ved Anvendelse af (10) vilde den sidste (a) derimod have givet Formlen
V = oo

-æ) = a^2 — s2-\-DxK(\—x) — —æ)-j-2 ~~ 7/ 

hvor vi for Kortheds Skyld have sat

--------1
12'2' ' r

(o’v—t

der kan opfattes som den til (P) for m = n — 1 svarende Formel, medens (14) og (14') 
svare til henholdsvis (1) og (1") for m = n = 1.

18. De tre Formler (14) ere ganske vist knn beviste under den Forudsætning, at 
XI < 1. Man ser imidlertid uden Vanskelighed, at Differensen mellem de to Funktioner, 

der findes paa hver Side af Lighedstegnene i de enkelte Formler, er holomorf for alle 
endelige x. Denne Differens maa altsaa være identisk O i hele Planen, da den er det 
indenfor Cirklen x2 -f- y2 = 1. Lade vi i (14) x voxe uden Grænse, faa vi af denne 
Formel

der kan opfattes som den til (1) for m =--n = 1 svarende Formel.
Af (15) faar man paa samme Maade, idet man erindrer Betydningen af ( : 

eller den til (P) for m=w= 1 svarende Formel.
Ved samme Ræsonnement kunde man forøvrigt ved Hjælp af Lionville's Funda

mentalteorem bevise (14') uden at kende (10'). Vilde man derimod søge at bevise (14) og 
(15) ad denne Vej, maatte man først paa anden Maade godtgøre Rigtigheden af (14'") og 
(15'), hvilket synes at være forbunden med saa megen Vanskelighed, at jeg, i hvert Fald i 
denne Afhandling, har foretrukket det andet Bevis.

(15)

(15'
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Ved Iljælp af Identiteterne

2ÆW =Æ(i-) + ^41)-a,, 

W) “ A(f)-Æ(i±-') 

beviser man derimod let paa den antydede Maade den til (14) analoge Formel
V = OO t

K(æ)ß(x} — — ß'(x) — ff1 ß(x) — 2 6"^” —
P = 2

hvor s er O eller 1 , eftersom v er lige eller ulige.
Vilde man søge at bevise de i Art. 17—18 givne Formler ved Iljælp af Partialbrøk- 

udviklingerne for K(x) og ß(x), kunde man ganske vist, som bekendt, udvikle alle de be
tragtede Produkter af to uendelige Rækker efter Cauchy's Regel1); men det synes imidlertid 
forbunden med betydelige Vanskeligheder at omforme de derved fundne Udtryk, som vore 
lige givne Formler kræve det.

Ved Anvendelse af (5') faa vi endelig den til (16) svarende Formel

19. Med en let forstaaelig Retegnelse kunne (14) og (14') skrives paa Formen
Æ2(l—X) = DXK(] — X) — s2 — 2 ^’(1 — x), 
ß2(\—x] — DXK(\—x) — 20(1—x).

1
1

Sætte vi nu i (ß) 11 —x for x, faa vi af de bekendte Formler
K(x)— x) = 7T COt 7TÆ ,
ß(x)-\-ß{l-—x) — re cosec KX

de ny Formler
^(x) —x) = 2s2 — Á’(¿r)/í(l—x), (17)
0(æ)-|-ø(1—x) = ß(x)ß(l—x). (17')

+JT“ (ï +1 +' ■+ ¿>) (t - 1
2

3) Voss, Mathematische Annalen, Bd. XXIV, Pag. 45.
D. K. D. Vidensk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. og math. Afd. VIII. 6.

20. Sætte vi nu for Kortheds Skyld

fow =t^‘Ä-‘Aw, (¿r)
(—ir-1 nr_ln/ A

faa vi
V = 00 

kr(x) = \ , (zr) V? (-ir
+»r ’

V = 0 V = 0
hvor vi dog i den første maa antage r> 1.

(r)

53
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'^y ^n—y (‘z’) -----
(18)

1 1

faa

(19)5

V = 1

'y'n~y = (n — l]tn~ 2 J^T7 (19')

(20)

(«)

V = n—1

altsaa ved (^) 
(10') og (5').

g 6. Kekursionsfonnler for Hækkerne tn og rn.

vi sætte

V= 1

der
(7),

V = 1

V = n—1

21. Hvis

v = 3

hvor s er 1 eller 2, eftersom y er ulige eller lige.

Med disse Betegnelser faa vi altsaa, ved at differentiere (14), (14') og (16) n— 2 
Gange med Hensyn til x, de tre Formler

y = n—i y = x

V = 1 y — 1

Ved gentagen Differentiation af (17) og (17') faa vi dernæst for # = |

S hy tin-Zy £ hv+1 Í2n—2v—l — 2 (Dx *7(1  ¿r))a:=j ,
1 0

T2n-2l>—1 ' ’ ^Z2v Z2n-2v = % (^r <^(1 «))x«=j,
o i

hvoraf ved Sammenligning med (19) og (19') de bekendte Formler
n—1 n—1 2 J

tzy tin—2p ^z2y+tz2n-2y-l === 2~ ¿2n ’
1 0

vi af (18) og
P = n—1

UO j lui ¿u = g .

= (n-l)<.-2^'(^-pîjï=3(l + |+... + ±)

22. Af selve Definitionen for ^2»,i og o2n,i faar man

. o v="(-ir/ 1 1
r2„,i—o2b,i — 2 ' 4-'------- '

—1—( X □_ X i X □-----1___L \
(¿c + y)«-1^ ' 4 ¡ 6 ‘ ' y-e)’

P = 2

kunne opfattes som meget vidtrækkende Generalisationer af henholdsvis

l J n—1 i gn—1 I

V = 1
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Ved Anvendelse af (19) og af Relationerne mellem sm, <rm og kan (a) atter 
omformes til

n—t n—i
/'2„, i  Oin,l = <7 t (.S'2zi-¿ <T2n) —2n <7 2 ti 4-1 4“ ^2v S2n—21*4-1  4“ a2V+l S2n—2v i 7> 1 • (/?)

1 1

Adderes nu (ß) og (5'), faar man

yi i 1 2»—i
7^2n, 1 — ¿ 52n—21^4-1 y ^2n4-l--------- 2—^n+l , n > 1,

(21)

Ved Subtraktion af de samme Formler faar man derimod

^2w,l 2n + i
2

I 1
tf2n+i y S2n + i---- G ! (12n

n—1
---- ¿ <7214-1 S2n~2v 

0

der atter ved (1") giver

Öi, 2n y S2n-|-1 4“ s2n—2v
0

2n 4-1
2_ <72«4-l •

(21')

(21")

Behandles Differensen ^2n-i,i— <?2n-i,i paa samme Maade, bliver den til (ß) svarende 
Formel identisk med (5'), saa at vi altsaa ikke ad denne Vej kunne reducere Rækkerne 
^2n-i,i og Ô2n-i,i til de reciproke Potenssummer ør.

23. Af (18") faar man for x = 1

(r)

multiplicere vi derimod i (17") med x, faa vi efter at have differentieret gentagne Gange 
med Hensyn til x og derpaa sat x = 0

der, adderet til (^), giver den bekendte Formel
n—1
¿S2y(72n—2y === W (J2n ' £ ^2n ,
1

(22)

der atter ved Sammenligning med (8), (11) og (20) giver de analoge
n-1
¿S2y í2n—== W ^2« ,
1 

(22')

n—t
2 (Í2v^2n—2V === (W l)^2n-
1

(22")

53
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(23) '5

?

opholde os ved, danne

> = i

hvoraf

n r2n+l •

vi dog ikke ville 
af T2n —2P—1 .

J/ = O

ved (23) den bekendte Formel
n

T2n_2p i i =
1

Ad denne Vej kunne vi ligeledes, hvad 
for de tilsvarende Summer af ¿2vT2n-2v og

24. Sætte vi endelig i (18") # = |, faa vi Rekursionsformlen
V = n—1 V=oo

, (—1 )v /1 . 1 . 1
- (2„+d— (y +v+ï + j

V=1 V=2

medens (17") paa samme Maade giver
V =x n V = n—i -------~ (— 1)*  

¿2H-1 ^2n—2v ~ 2ö'l'r2nH_ [ jj2n

> = 2

V = oo

T2/i_2>4-t

Hl.
Undersøgelse af cm,n og de analoge ved Bernonlli’ske Funktioner.

g 7. Nogle Bemærkninger om de Bernoulli’ske Funktioner.

25. Vi definere de Jacob Bernoulli ske og analoge Funktioner ved Ligningerne 

DpSwtø>) = Cm_i(^), Sm(^) = O, m>0, (a)
D<f> Cm {(p} = (^), Cm (0) = (Tm , ÏU O , (tl‘)

Co(<p} = I, S0(<p) = |tg|^. a"
Selve disse Definitioner vise da, at C2n(p) og S2n+Jp) ere hele Polynomier i ip af en 

Grad lig Funktionens Index. Derimod blive C2n+i(^) og <S2„(^>) transcendente Funktioner 
af der kunne fremstilles som bestemte Integraler.

Definitionerne (a) vise ligeledes tydelig Funktionernes Diskontinuitetspunkter, som 
vi dog her fuldstændig kunne lade ude af Betragtning.

26. En anden og for vor kommende Undersøgelse langt vigtigere Egenskab ved 
vore Funktioner er deres Udvikling i FourierWe Rækker. For at komme til disse Ud
viklinger ville vi gaa ud fra de elementære Formler

cos <p — cos 2$¿> --j- cos Z<p — •••-(-(— i)”-1 cos n<P = y 4~ (— U”-1____ -_ - j

2 cos I <p
. 2ra+i

sin (p — sin 'lp -j- sin 3c — •••+(— l)n~1 sin n<p = y tg y ç ^- (— l)w_1 ---- ?—.
2 cos I (p

(/?)
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(24)

dtp.

den
saa

y

faa vi paa samme Maade de mere almindelige

behandle Funktionernekunne vi

meddele

Grænse

ti Og 7T.

af

n ’

man
med

v= i

V = oo

Vi ville dog ikke gaa nærmere ind paa dette 
Rækkeudviklingerne

,_tcos,_i sin PÇ?

I)a Faktoren sec|^> i hele Intervallet er positiv og stadig voxende, ser 
første Sætning om Middelværdien, at Resiintegralerne i (24) konvergere mod O 
at vi altsaa under den givne Betingelse for p faa Formlerne

Integrere vi nemlig begge Ligningerne (ß) fra O til hvor —n < <p < -1- tc, faa vi

hvor vi maa forudsætte 0<p<2tt. For n=\ gælde (25“) dog ikke for selve 
værdierne O og 2tt.

Man faar ligeledes

Ved gentagen Integration fra O til
Formler

Æmne, men indskrænke os til at

V — n

hvor 0<ÿ?<7r. For n == 1 gælde (25'“) altsaa heller ikke for selve Grænserne

27. Paa lignende Maade

Cn(<f>) — --  Cn(7T---p),

Tn{<p} = % ( Cn (<p) Cnlp)) ,

Tn(p) =

COS vp

p = 1

P = 00

V = n

V = 1 > =

> = i

V = 00

Sn(y>) =

V = 0



416 22

28.
Værdien af

Som en første Anvendelse af de almindelige Formler (25) ville vi beregne
«2/?+l   [/)* 2^ + 1(C2m(y>) C'2n(^’))]ç,_^

h Crelle’s Journal, Bd. 42, Pag. 348.
2) Sur une sommation de quelques séries, Nova Acta Reg. Soc. Ups., 1883.
3) lutroductio ad Analysin infinitorum, cap. X.

Vi anvende Leibniz's Formel og faa altsaa af selve Definitionerne (a)
ß=p

//. = 0 /Z = O
hvor p-\- v — p.

Da (y>) ifølge (25') er den eneste af Funktionerne S2n+i(y>), der for <p = tt har
en fra 0 forskellig Værdi, giver (f) umiddelbart de følgende Resultater, idet m>n:

p < n— 1 ,

m — 1 > p~>n — 1,

m-{-n — 1 > p~>• m — 1, 

p = m n — 1 ,

p > m + n — 1 ,

«2,0+1 = O ,

«2,0+1 = (— s2m+2n—2jO—2 ,

«w = (-li^feD+is));^.-^, 

_ (_!),+< ((£+.) +(£+■))*,

«2,0+1 = 0.

29. Af de i Art. 25 antydede Formler for S2n+i(y>) og C2n(y>) og de analoge for 
-S2n+i(y?) og Gnly») kan man udlede en Del andre. Sætte vi saaledes i disse Formler 
<p = 7T, faa vi fire bekendte Rekursionsformler for s2n og <r2n, der sætte os i Stand til 
fuldstændig at beherske disse Rækker.

Som det er bemærket allerede af Raabe1), staa disse Formler i nøje Forbindelse
med Rækkeudviklingerne for 7r cosecha; og 7rcot7ra?.

Havde vi i de samme Formler sal y> = y, kunde vi paa lignende Maade finde 
Værdien af r2w+t.

For y> = y faa vi endelig af de samme Formler 

= £#2 • 7T2r,

_l- + ... = SpV2-^,
(26)

hvor dp og Ep ere rationale Tal.
(26) ere udviklede ved ganske andre Metoder af Berger2). Den sidste er for 

p = O allerede funden af Euler3).
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30. De Integraler, der indgaa i Udtrykkene for S2ntø) og C2„+1(^>) og de analoge, 
liindre Dannelsen af tilsvarende RekursionsfQrmler for Rækkerne s2n+i og r2w. De omtalte 
Formler sætte os i Virkeligheden kun i Stand til at finde disse Integraler udtrykte ved 
reciproke Potenssummer.

Ad anden Vej kunde dette ske ved Hjælp af Formlerne

log COS I <p = ^tø) —<7t , 
log sin I y = — Cl tø) — c i ,
logtgi <f> = — Titø),

(27)

der sammen med Definitionerne («) kunne tjene til Bestemmelsen af en Mængde integraler, 
hvorved vi blandt andet kunne udlede alle vore tidligere numeriske Formler.

Af de to første (27) faar man f. Ex.

p = i

under en noget anden Form, givet af Legendre1}.sidste er, for n = 1 og

7T2ra

(2n) ! 0-1

> == nV—? rr2n—2v

7/1 &n-2v}\ + (~1 )n-1 a2n+i ■

f ,-2n—1 __ —2n

Integrationhvoraf ved Anvendelse af delvis

„2n—1

g 8. Bestemmelse af Cn(p) d<p og analoge Integraler.

31. Ved Anvendelse af den elementære Formel

sin cos i cp .
---- —— = 1 2 (cos <p -j- cos 2<p 4- • • • + cos (7W — 1 ) <f>) + cos m<p ,

*) Exercices de calcul intégrale, 5, 61.
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der, som bekendt, under forskellige Omformninger spiller en vigtig Bolle i de Founer’ske 
Rækkers Teori1), faar man efter at have anvendt delvis Integration:

1) G. Lejeune-Dirichlet, Gesammelte Werke, Bd. I, Pag. 129; Crelle’s Journal, Bd. 4.
2) Ulisse Dini, Theorie d. Funktionen e. reellen Grösse, Pag. 525.

(28)

(29)

fra 0 til 7T,

bekendte

=

(30)

(31)

Det samme er Tilfældet med de

(32)

>
<

O,
7T

7T
■g Om-\-n •

7T

2p ’

7T
-g” Om 4-1 ,

vilde opnaa 
gaa en anden Vej. Af den

7T
"Y *”+'•

”■ f
2 hn-t#.

7T

32. Formlerne (29) 
dette ved delvis Integration; 
Formel

kunne uden Vanskelighed generaliseres. Man 
men det er lettere at

7T
—- Gm+n,

viser en bekendt Sætning2),

7F
W sm-\-n ,

faar man , idet m > 1 og■ n > 1 :

hvoraf, idet m > 1,

[Cm(y) log sin I y dy
Jo

7T
\ Cm(y) log sin | y dy =
JoJO

Da Rækken for Ct(y) og Funktionen log sin1 y begge ere integrable 
at (29) og (29') ogsaa gælde for m = 1.

C71\ cosp$i> log sin £ y dy =
Jo

p7T p7T
\ Tm(y) Tn (y) dy = \ Um (y) Un ly) dy 
•’o co

/.7T
\ cos py cos vydy —
Jo

\ Sm (y) Sn (y) dy = \ *S m (y) Sn (y) dy 
A) ^o

\ Cm (y) Cn (y) dy = \ Cm tø>) Cn (y) dy 
Jo ^o

Paa samme Maade faar man

\ SM tø>) Sn(y)dy = \ Sm (y) Sn (y) dy 
*’o ^o

hvor et eller to af Mærketallene ligeledes tør være 1.
analoge Formler



25 419

Den af os lige anvendte Metode ved Udviklingen af Formlerne (30)—(32) er den 
saakaldte Parseval's Metode 9- 9a Parseval imidlertid intet siger om Metodens Række
vidde, kunde man her med Rette afpasse Kronecker's Bemærkning2) om den saakaldte 
Laurent's Række: Det kan ikke kaldes nogen Opdagelse at anvende en elementær trigono
metrisk Formel.

33. Ved de i Art. 31—32 beviste Formler kan man udlede en Del andre. Saa- 
ledes faa vi f. Ex. ved (27)

pTT r»7T p7T
\ C2n[<p\ log COS — — (J ,\C2to(^) C2„(y?) dp + \ (^>) C2„ (ç?) C,(^) d(f> . (a)
4 "O 4

Da det sidste Integral paa højre Side i (a) let bestemmes ved delvis Integration og ved 
Anvendelse af Formlerne i Art. 28, faar man ved (30) :

m-f-n—1

(33)

Paa samme Maade faar man ligeledes den analoge Formel
m-f-n—1

p = n

2m-[-2n—1
l 2m-1

))s2m-|-2n4-i •"Tf '(ln-1) S2/>+l S2m+2n-2p + ((2™t-i ('

m-fra — l
7T V""

a i s2ni+2n — ,

p — m 

j S2m+l‘($P) *S 2„+1 (Çp) lOg COS \<p d(f> = — - O ! S2m+2n+2 4" ) S2P+3 S2m+2n~2P

p = m

4 (rtm+1) + l2m+22n + *()  S2m+2n+3.

m-\-n—1

+ S2p+$S2m+2n—2p

I (33) og (33') have vi dog forudsat m > 0 og n>0; hvis et af Mærketallene er 0, 
maa den Sum, der bliver meningsløs, udelades.

Det er aabenbart, at vi paa samme Maade kunne udvikle adskillige andre analoge 
Integraler, hvilket vi dog ikke her ville opholde os ved.

g 9. Nyt Bevis for Rekursionsformlerue for sn og a;i.

34. Ved at anvende delvis Integration paa
?
Sin-i^Czn^dip Og \C2n(?) S2n+^<p)d(p ,

o •’o
(«)

0 G. F. Meyer, Theorie der bestimmten Integrale, Pag. 364.
2) Vorlesungen über Mathematik, Bd. I, Pag. 177.

D. K. D. Vidensk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. og math. Aid. VIII. 6. 54
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der begge Jet bestemmes direkte, faa vi efter en simpel Mellemregning
n—1

^2ii f^) == &2n 4~ Og» &2n—2v —
1

n-i n—i
2 S2y¿_t (^>) Szn—2v—i (^>) ----  2, C2V ($£>) Cin—2>

Paa lignende Maade faa vi ligeledes
n—1 n—1 n—1

6’2« (^>) = S’n  S2v £2n-2^ 4~ ¿'¿>2>'+t ¿>2n—2y—1 (y?) 4~ *S ,2l'(y:’) *§2» —2v ,
10 1

n—1 n—1 n—1
O = åtznføn—Zv----- S Ü2v-\-\[(p} Uzn-2v—i{<p} — 2 T211 (p) Tzn—2v((f>).

1 0 1

(r)

For at reducere de numeriske Led i (/?), (f) og (Ô) integrere vi disse Formler fra 
0 til 7T. Ved Anvendelse af (30)—(32) faa vi derved Rekursionsformlerne (8), (11) og den 
første (20), medens vore Formler gaa over til

X xSgy-Li (^) S>2n~2v—1 (ÿ?) 4” 2 (p) Cín—2v(^) ^2n (^) ~ ¿’ ®2n 1 (34)
0 1

21 TJ2v-\-i (y?) Uzn— 2v—1 ($i>) -j~ T2v[(p} Tzn  ̂214^) = • ”g ¿2ra , (34')

der altsaa kunne opfattes som Generalisationer af de velkendte trigonometriske Rækker for 
— og y. For <f> = giver (34') den sidste (20), medens <p = videre giver den i 
Sammenligning med (20) mærkelige Formel

21 ^2n—2> 21 B2n—2y—l = —¿—¿2n ■ (35)
1 1

35. For at undersøge de med (a) i Art. 34 analoge Integraler ville vi gaa ud fra 
den elementære Formel

cos^ cos I <p

sin i <p
cot \ <p — 2(sin^> —|— sin 2ÿp • • • —sin (p— 1)^>) — sin/>^>

og faa da ved delvis Integration

>C>

i sinolog sin y pd<p = 
o

1
2/2’

hvoraf ved en ny Integration fra 0 til 7r og Anvendelse af (28)

4. . 17 7T/7 , 7T / 1 , 1 , 1 , . 1 \(-l^^sm^iogcos-^^ = — ——y»

der atter giver de to Formler
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\y?S„_ltø>) log COS -2— — 7t(J 1 Sn — 7lCn, 1 , (36)
*0

-\y?Sn_l(y>) log COS y =---<r?i + /VnJ ,
*0

(36')

der gælde for henholdsvis n> 1 og n> 1.

Integralet i (36) kan altid bestemmes ved delvis Integration, saa at vi altsaa her 
have et nyt Bevis for Rekursionsformlen (7). Paa samme Maade gaar det med Integralet i 
(36') for lige n, hvorved vi altsaa paa ny komme til (21). Hvis n er ulige og større end 1, 
kan Integralet derimod ikke bestemmes paa denne Maade, saaledes at vi altsaa heller ikke 
kunne summere Rækken

36. Ved at gaa ud fra den elementære Formel

c08s* 11 ? (_i)Ptgi^>_|_(—])?-1 2(siny; —sin 2y? 4- sin 3y?--------1- (— l^sin (p —l)y?) 4- sin^y?
COS 2 y?

faa vi paa samme Maade som for

^y>Sn_i(y>) logsin-|-y>(Zy> = 7^! J (sn+i + <7n+t),

* o

\yjS4_i (y?) log sin y <pd(p = on + — y (s„+1 <rn+i),
•o 2

der ved Anvendelse af (!') og (1") kunne skrives som

i* 77l -- J yf
Xy?^-! (y?) logsin-y?iZy> = — - (s„+1 — <rn+i) — TTfi.n,
*0

(37)

(38)

(37')

C 1 7T\<p Sn-t {<p} log sin -ip dtp = y (8„+i — <7ra+i) — ttoj,». (38')

Ved disse Formler kunne vi ligeledes paa ny udlede Formlerne for og
^2n,i, medens vi heller ikke ad denne Vej kunne summere Rækkerne naar n>l.

§ 10. Summation af n og de analoge, naar m — n er ulige.

37. Før vi kunne generalisere Formlerne i § 9 maa vi bevise en ejendommelig 
Integralsætning.

Vi antage foreløbig m>l og n>l. Rækkerne Cm(p) og Cn(p) og de analoge 
ere da alle ubetinget konvergente, saa at vi paa sædvanlig Maade kunne multiplicere to 

54*
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hvilke som helst af dem. Da alle Rækkerrne endvidere ere ligelig konvergente, tør vi 
omforme Produktet ved Formlerne

COS[ip COS vp = ¿ COS (/7 — v) p -j~ y COS (/7 — p) p 

sin pp sin vp = y cos (// v) p — ~ cos (/z + v) p , 
hvoraf ved (28)

>7T «7T
I Cm(p} CBtø>)log cos ^pdp — \S'„1(^)S'„(^) log cos -■ <pdp — — 
0 *0

p7T
I C™ ($£>) (çi>) log sin-i-— \Sm($p)SBtø>) log sin i-== — ^
0 U)

> = 2 . /£.= !

j/ = 2 /z = l

pTT p7T
\ Cm\p] Cn (^) log sin - p dp — \ Sm (^) Sn (p) log sin j- p dp = 
•'o *’o

V = 00 Z£ = P—1 „ ,
2 X! XT (~r) 
g Z , u . u.m(v — al” ‘

V = 2 A = 1

(39)

(39-)

(39")

i

----  1 ~j- ,

— '¡'i, m-\-n ,

— <7 i Sm-}-n fm+n, 1 •

tre
til

i Art. 37 anvende vi Metoden i
og

(40)

Endvidere faa vi uden Vanskelighed
f

paa samme Maade som førog

og

38. For at undersøge Undtagelsestilfaddet 
faa altsaa ved delvis Integration og ved (28):

(39) vedblive at gælde, naar m>Vi se altsaa, at Formlerne

Betegne vi nu de numeriske Rækker
Zm>n, faa vi uden Vanskelighed

Hvis m-\-n er lige, kunne altsaa alle 
de reciproke Potenssummer sr og ar.

(cos^logsin-^)2^ = 4_
•;o p p \ 1

(39)—(39") med henholdsvis Xm>n, Ym>n

\ cos %np log cos y p log sin y pdp = 
•’o

X\, m-f-n—i

1 0, m-\-n

Z\t i

Rækker Xm,„, Ym>n og Zm?n reduceres

2p*'
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39. Ilvis m— n er et lige Tal, kan et af Integralerne i enhver af Formlerne (39) 
ved Metoden i Art. 33 reduceres til de reciproke Potenssummer sr og <rr, saaledes at vi 
faa den følgende ejendommelige Integralsætning:

Ethvert af Integralerne i (39)—(39") er, for m— n lige, lig med y multipliceret 
med et helt Polynomium, der er homogent af Graden m-\-n-\-\ i a2 . . . am+n+i. 
Alle Koefficienter ere rationale Tal, og intet Led kan indeholde mere end to Fak
torer Or-

Medens vi saaledes have bestemt Integralerne i (39), naar blot Rækkerne
Cn(g>) og de analoge enten begge ere rationale eller begge transcendente Funktioner af p, 
vide vi intet om Integralerne af samme Form, men i hvilke den ene af Rækkerne er 
elementær, den anden transcendent.

(«')

1

saaledes at vi efter en simpel Regning faa Formlen

m, n

(42)

Paa lignende Maade faa vi endvidere de analoge Formler

Tt

40. Vi antage fremdeles m > 1 og n > 1 og faa da ved Metoden i Art. 37:

n ~T $m-\-n ,

der, efter en Omformning af smsn ved (I), gaar over til

hvor Xm,n har den i Art. 37 angivne Betydning, og hvor

å
n
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2
V = 1

vi c2n._i,2. Af (42) faa vi ved Anvendelse af (33) og (33')

= n—1

der sammen med (13) giver
C2n — t, 2 4“ 6*2,  2n — i = S2 S‘2n- 1---- $2n + l ,

Ved at anvende (1') og Sætningen i Art. 39 faa vi saaledes af disse Formler den 
ny Sætning:

Hvis m — n er ulige, er enhver af Rækkerne cm,n, dm,n og d, 
helt Polynomium, der er homogent af Graden m-\-n i Rækkerne ala2.. 
Koefficienterne ere rationale

livis m — n er lige , 
cm,n og de analoge.

Som Exempel vælge

>m,n Hg med et 
• • am-\-n • Alle 

Tal, og intet Led indeholder mere end to Faktorer ar.
lærer vor foregaaende Metode os allsaa intet om Kækkerne

772, n

<?2n—1, 2

hvilket er i Overensstemmelse med (1).
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Andet Afsnit.
Om nogle Rækker og Integraler, der reduceres til sn og on.

IV.

Om Rækkerne Q'm,n og Zm,n

I 11. Definitioner for ßm,n og de analoge.

p < n

der uden Vanskelighed give den

hvoraf

almindelige Formel

1 i
— CO 
p ‘

(p-i) 
p—i

(p-i)
'n—1 ’

(0) 
CO n

«V 
n

= o, p > n,

1 , n > 0

41. Vi definere Tallene co^ ved Ligningerne

(?) i 1 .(p—OÚ? j |------- CO 4 }zz—1 1 n n—1 ’

(«)

(1)
n

O. S. V.

Skønt Afhængigheden mellem Tallene og Fakultetkoefficienterne altsaa er aaben- 
bar, ville vi dog foretrække Betegnelsen da vi derved opnaa de simpleste Udtryk for 
de Formler, vi i det kommende ville udvikle. Tallene co^ ere forøvrigt indførte allerede 
af Schläfli'y

42. Ved Hjælp af (a) beviser man nu uden Vanskelighed Uligestorheden

n

idet n er tilstrækkelig stor i Sammenligning med p\ derved faar man atter

]) Crelle’s Journal, Bd. 43, Pag. 11.
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hvor E er en vilkaarlig, nok saa lille, men endelig, positiv ægte Brøk. Af disse Bemærk
ninger følger dernæst umiddelbart Konvergensen af de tre Rækker

vise det, ere og Q'm<n altsaa Generalisationer af de tidligere undersøgte Rækker cm,i
og fmt i. For n = 0 gaa Qm¡n og Sïm,n over til henholdsvis sn og an Vi ville endvidere

C log1

43. Af den bekendte Rækkeudvikling
p = 0° (p-i;

y
p = p

faar man dernæst uden Vanskelighed de tre Formler

f = 0
1 — c

1 1 — c0

log"( 1 4- c) log”1 c
1. 1-j-c

1»2
logn| 1 — c) log”1 c

0
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(43)

(44)

med den, Schläfli1] har bevist for visse ende
lige Rækker, der gaa

lige givne Integraludtryk for vore Rækker, idet

(45)

(46)

der ligeledes senere skulle blive os til Nytte.

J) Crelle’s Journal, Bd. 43, 1852, Pag. 18.

•Ö3, n — Cn_|_2, 1 •

44. Vi ville
vi henholdsvis sætte

der skulle tjene os som Udgangspunkt ved vore kommende Undersøgelser.
For n = 0 give de tre Formler (45) henholdsvis

imidlertid omforme de
c = sin2^, c — tg2^> og c = sin2^>, hvorved

7t

\ tg<p logmsiny?cfy> =
*0

Symmetrisætningen i (44) er analog
frem efter in

7T

\ tg <f> logm sin (pd<p = 
"o

V = rø
(—1)m+”w!n! <7^-^

gm+n+l

(—\)m+nm\ ni n
2^+»+! n ,

Af de to sidste faar man umiddelbart for m = O:

O' — y — log"í12— Zi,„ — (w_|_1)!5 

medens den første ved delvis Integration giver
Qm, n   <ön-|-2, m—2 , 

hvoraf atter de specielle Formler
f^2, n ---- Sn_|_2 i

D. K. D. Vidensk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. og math. Aid. VIII. 6. 55
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g 12. Summation af

45. Ved Hjælp af Formlen

iCv~*  (1 — cf-'dc = B(x,y) 
o

faa vi af den første i Art. 43 :

ml ni (D2 Dy B(x,y))x=0,y = i> (47)

der sætter os i Stand til at summere Rækken Qm,n ved Metoden, jeg har anvendt i Af
handlingen «Théorème sur les intégrales etc.» 1).

Ved den i § 5 benyttede Funktion K(x) faa vi nemlig efter at have anvendt loga
ritmisk Differentiation:

DyB{x,y} = B(x,y)(K(x-\-y} — K{y)y (a)

Differentieres nu (al gentagne Gange med Hensyn til //, faar man, ved en fra Differential
regningen bekendt Sætning, Formlen

' /m-2 \
DmyB\x,y} = B[x,y\{ + (48)

hvor vi have sat
a = K (x -j- y) — K (y), ar = a, (48 )

og hvor Polynomierne Ar dannes efter Loven

/11 = 0
2 = ai

Ar = DyAr^i + (r—1)axX-2.

(48")

46. Inden vi gaa over til en videre Anvendelse af Formlerne (48), ville vi forud
skikke nogle Bemærkninger om Polynomierne Ar.

Af (48") se vi strax, at Ar bliver homogent af Graden ri ala2 ... ar_i, naar 
am regnes for at være af Graden m-j-1. Alle Koefficienterne i Ar ere hele Tal.

Endvidere beviser man let de følgende Sætninger:
Io Af Led i Ar, der kun indeholde en Faktor er der kun ar_t.
2° Leddene, der have Formen a^a», blive

J) Oversigt over Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger, 1897.
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3° Leddene, der have Formen a^a^ap, blive

hvor de positive, hele Tal ¡>2, y3 alle skulle være større end I og kunne antage alle 
mulige Værdier, for hvilke -j- v2 -j- y3 — r.

Disse Sætninger kunne uden Vanskelighed generaliseres, hvilket vi dog ikke her 
ville opholde os ved.

47. Differentiere vi nu (48) n Gange med Hensyn til íc, og sætte vi derpaa 
# = y = faa vi den følgende Sætning:

bliver lig med — multipliceret med et helt Polynomium, der er homogent af Graden m-\-n
i at, a3... (jm+m naar ar regnes for at være af Graden r. Alle Polynomiets Koef
ficienter ere rationale Tal.

Her have vi altsaa bestemt den ene af de Klasser af bestemte Integraler, jeg 
tidligere har behandlet i min i Art. 45 citerede Afhandling.

Bierens de Haan1} har af Integraler af denne Form kun det, der svarer til 
m = 0, n = 2.

48. For at summere Rækkerne ßm,n sætte vi i (48) y=l og betegne de Værdier, 
som a og ar antage for denne Værdi af y, med henholdsvis v og vr, saaledes at man 
altsaa faar

v3 = v = Æ (¿r —|— 1 )—Æ(l) = —spr-}-s3æ2 — s pr*  -(-•••
= Æ<r>(iC+l)_K<->(l| _ (-l)’-+>r!((rt,)Sr+2^-(T)Sr+3^+---), 

hvoraf for x = 0 :
Bv)o — 9, r — 0, 1, 2, 3, ...,

(^r)0 = (— Iff+^ + ^lSp+r+i, r = 0, 1, 2, 3, . . ., 7>>0. (49)

Betyder endvidere Vr Værdien af Ar for y = 1, faar man af (48)

3) Nouvelles Tables d’intégrales définies, Pag. 169.

(50)

55*
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Da Nævneren x paa højre Side i (50) kan bortdivideres, tør vi altsaa i denne 
Formel differentiere et vilkaarligt Antal Gange med Hensyn til x og derpaa sætte x = 0, 
hvorved vi faa den følgende Sætning:

¥ 
tg <p log” cos <p log”1"1 sin(p d<p , 

o 

hvor m maa forudsættes større end 1, er lig med et helt Polynomium, der er homogent 
af Graden m~\~n i s2, s3, ... sm+nj og alle dets Koefficienter ere hele Tal.

Det er værd at lægge Mærke til, at log 2 ikke indgaar i Udtrykket for dette 
Integral.

Ved den lige beviste Sætning have vi altsaa ogsaa bestemt den anden Klasse af 
Integraler, der omtales i den nævnte Afhandling.

Bierens de Haan 0 har af Integraler af denne Form kun det, der svarer til m = 1 
og n lige.

49. Formlen (44) i Art. 43 viser, at vi, for at kende alle Rækkerne kun
behøve at kende dem, for hvilke m > n, Efter denne Bemærkning ville vi anvende vor 
almindelige Metode til Bestemmelse af nogle af de simpleste af Rækkerne Hm,n-

n = 0. Ifølge (49) er det aabenbart, at alle Led paa højre Side i (50), der inde
holde mere end en Faktor v, falde ud, saa at man faar

Qm, 0 ----- Sm •

n = 1. Alle Led, der indeholde mere end to Faktorer ø, falde ud. Vi have 
altsaa kun tilbage for x — 0 at bestemme Værdien af

V = m—3

a(*̂ )  (>»-
V = 2

Ved (49) faar man strax
P = m—1 

n  m 1 Vj— g g SySm—v+1 i

V = 2

saaledes at vi altsaa her have genfundet Formlen for cm,i.

(— 1 )m+n+i (W — 1 ) ! n ! n = 2m+”

9 Nouvelles Tables d’intégrales définies, Pag. 442.
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50. Man faar ved at anvende delvis Integration og dernæst i det ny Integral sætte 
for <p :

7T

cosy? log1' siny? d<p (—1)”
n +1 — t* 2n+*

hvoraf ved (45):

7T

siny> logv~1 cosy? dp

4

Tt Tt

(”) jj tg<p log”-1' cos <p log*  sin p dp + („_”+1) J tgp log* “1 cos p log”-v+1 cosp dp
(51)

som vi i det følgende skulle anvende paa forskellig Maade. Sætte vi i (51) n — 2m-|-l, 
p = m 1, faa vi

f4 <7j i+¿ (m 4- 1 ) ' m i
^tgy? log”1 cosy? logm+1 siny?dy? = ~22”»+2(2m-|-2)--------22”»+3 ~^+2.n., (52)

saaledes at Integralet paa venstre Side altsaa kan reduceres til de reciproke Potens
summer ar.

51. Ved at gaa ud fra Identiteten

log tg y? = log sin p— log cosy?

og derpaa anvende Binomialformlen faar man af (51)
Tt

2^ tgy> log2”-1 igpdp = 
•'o

(«)

En bekendt elementær Sætning viser, at Koefficienten til i (a) bliver 0. Erindres 
(44), er det desuden klart, at den første Sum kan omskrives, saa at den alene indeholder 
X?2 ,2n—2, í^3,2n—3, ••• i, der alle, undtagen den sidste, ville forekomme to Gange.
Ved (46') faa vi altsaa den elegante Formel
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som

(r)

(54)

det sidste Led skal halveres.

det sidste Led skal halveres, 
denne Formel ifølge (44') skrives

v = «4-1
f
Qv, 2n—V

hvor Accenten efter Summationstegnet betyder, at
Udskyde vi af Summen i (53) J22,2»-2, kan

y = «4-1
Sin

'n—V-J-2, V—l

>= 1

der ved (44) atter kan omformes til

y, 2n—y-|-t
V — 2

hvor Accenten i (54') som før betyder, at

52. Paa samme Maade som i forrige Art. faa vi ligeledes Formlen
Tt

2\ tg tp (log costp-(- log sin tp]ndtp = (
*’o

»ii V = n
(-1)"«! n

11 ^+i + "2”+' a-^.p-1.

y = l

Hvis nu ß(x) betyder den anden i § 5 benyttede Funktion, og gr dannes efter 
Loven (48), idet ß(x} sættes i Stedet for a, har jeg i Afhandlingen « Théorème sur les in
tégrales etc.» M bevist Formlen

7T

jj tg tp (log costp + log sin <p)n dtp = (y„+i(l) + (— l)n^+‘),

hvor £r(l) betyder Værdien af gr for x = 1 , saaledes at (/?) altsaa kan skrives som
V = n

1
V = 2

53. Ved at gaa ud fra Identiteten
log sin tp log cos = 2 log cos tp -J- log tg tp

og anvende Binomialformlen faa vi af (p) og (45') den ny Formel

i—i)n2B
“ (iï+ij-, O.+1 ( 11 + (— i )XJ’1

) Oversigt over Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger, 1897.
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der, ved (43), atter gaar over til

(—1)”2”
(n + I ) 1

( 1 ) i

hvoraf ved (54) den mærkelige Formel

(55)

(56)

§ 14. Relationer mellem Zm,n og iïm<n>

54. Af Definitionen (45") for faar man ved (51) Formlen

(57)

hvoraf en Mængde andre kunne udledes. Vi ville her kun betragte m = 1, der, ved (43) 
og (44% giver

Zz, n—1 — SnJ-i . (o7')
P = 0

Anvende vi dernæst Identiteten

der altsaa atter kan skrives som

(58)
y = o

V — n V = n

hvoraf en Mængde andre ligeledes kunne udledes. Saaledes faar man for n = 1 

<7™+2
Z2>m (m_|_2)!-

faa vi
7T

\ tg p log™ cos p log" sin p dp
"o

7T

(”) \ tg p log™+> cos p log"-v tg jp dp,
V = o

V =0

For n = 2 finder man paa lignende Maade Z3,m. Fortsætter man paa denne 
Maade, faar man den almindelige Sætning:
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Zm,n en en lineær Funktion af Rækkerne ÍZr,q> r<Zm, og Koefficienterne ere 
hele Polynomier i log 2. Udtrykket er homogent af Graden m-\-n, hvis cr1 regnes for 
at være af Graden 1 og ii'r,q af Graden q-\-r.

Sætningen er reciprok, idet Q'm.n paa lignende Maade udtrykkes ved Zr,q.

n—jq-i, 1

55. Af (58) og (57) faar man endelig den almindelige Formel

hvoraf for m = 1 den elegante Formel

(59)

(59')

Ved Anvendelse af Metoden i Art. 15 beviser man nu endvidere let Sætningen:

Enhver af Rækkerne Ii'm,n, for hvilken m > n, er lig Summen af et helt Poly
nomium, der er homogent af Graden m-\-n i aa2, a3 .. . am+n, og af en lineær Funktion 
af de Rækker Í2', der have samme Indexsum og første Mærketal mindre end eller lig med 
sidste. Alle Koefficienterne i disse Udtryk ere rationale Tal.

(60)

at opnaa dette vil det

Af Identiteten

?

56. Af (57') og (58') faa vi endelig Formlen

E2, n—1 ,

hvorved man altsaa ogsaa kan udtrykke Rækkerne ar ved J?2S. For 
imidlertid være lettere at gaa en anden Vej.

V —oo 1
— logia— 1) 4-loga = ------, |a| :

va?
v= i

faar man ved at dividere med a og derpaa integrere fra 1 til a :

V = n—2

(a)

der for a = 2 gaar over til
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hvoraf den søgte Formel

man

n •

der kan udledes

hvor L^(x} har
Erindres

log 2;
men videre kunne vore almindelige Formler ikke lære os om Hækkerne

Formlerne (61) ere paa anden Maade beviste i min Afhandling «Sur la sommation 
de quelques séries» 1 2 3). De bevises ogsaa let ved Fakultetrækker, der imidlertid heller ikke 
sætte os i Stand til at summere a4 og de følgende. Endelig kan a2 umiddelbart nedskrives 
ved Legendre’s Formel2)

0 Oversigt over Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger, 1896.
2) Exercices, tome I, Pag. 244.
3) Grunert, Archiv der Mathematik und Physik, Bd. 39.

D K. D. Vidensk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. og math. Afd. VIII. 6.

L(2)(íc) -F L(2)(l—x) = s2—log æ log (1—x),
den i Art. 8 angivne Betydning.
Udtrykket (5') for jx i > faar man 

n = 2 og w = 3, faar man henholdsvis

4 log2 2, 

57. Sætter

medens man tillige

V.

Integraler, der reduceres til @m¡n og ÍLm¡n.

g 15. Om \Xn{^)Cr(g>)dg> og analoge.
"o

58. Det er aabenbart, at man af Formlerne i 8 — 10 kan udlede en Del be
stemte Integraler af mere speciel Form, og som alle reduceres til tv og de reciproke 

56
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Potenssummer an. Vi kunne imidlertid ad anden Vej komme ikke blot til disse, men til 
langt almindeligere Resultater.

Malmsténsr) Teorem viser, at Rækken

(a)

er konvergent for x = <p = ¿7T undtagen. Sætte vi nu for Kortheds Skyld 

(*<  + logeos I+»'!)”- x ) + »• r.(|),

hvor X og Y ere reelle, faa vi af (a)

(62)

(62-)

der altsaa begge ere gyldige for —7r<^<-j-7r; (62) og (620 kunne tjene til Udledelsen 
af en Mængde Integralsætninger, af hvilke vi dog kun ville omtale de simpleste.

(63)

(62) og (620 saaledes fra O til 7r, faar man efter at have sat59. Integreres
2$p for (f>\

Tt

[xn((p)d<p = O,
•’o

7T
C 2 w !
^Kn(ÿp)tfy> = (IZ2, n—1-p (-  1)”—1S«4-1),

medens man ved (21) i Art. 31 faar

(630

it

log cos <p dtp — (
o

(64)

7T

¡Xn(p) log sin <pd<p = 
o

— n ! j JZ2, n-i, (640

J) Se f. Ex. Julius Petersen, Forelæsninger over Funktionsteori, Pag. 156.
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der ved Hjælp af (63) og (63') give
7T

."2

I Xn(p>) log sin “i(pd<p 
o

7T

Af Hjælpeformlen i Art. 38 faar man endvidere

(64")

(65)

60. Af de i Art. 59 givne Formler kan man nu uden Vanskelighed udlede en Del 
af dem, der findes i den i Art. 57 citerede Afhandling; med de i denne brugte Betegnelser

(logcosp + ^)n = 6,-l-îÿ»,

hvor og r¡n ere reelle, faar man nemlig

saaledes at (63) giver

V = n—1

én = ( — 1 T (v) %n— v ($i>) -j- (----- 1 )n <7” ,
V = 0

eller Formel (12) i den lige omtalte Afhandling. Af (63') faar man ligeledes

\^ndiP ( J^(— l)P-^JZ2,n-^l + (— i)” 1

' y — o v — o

(r)

(66)

der ved (60') giver (14) i den samme Afhandling; for at faa (13) behøve vi blot at omforme
(65) ved (j-), hvorved

7T
¥
7¡ncot<pd<f> = (—l)”-1-^^”. (66')
o z

Derimod synes det vanskeligere ad denne Vej at bevise (15) sammesteds. Det til 
<65) svarende Integral af (y>) cot ç? er nemlig, som man let ser, uendeligt.

56*
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61. Af ny Formler ville vi her kun nævne et Par, nemlig

7T 7t
• 2 p 2

|ejogsin2^c?^ = — + <7?+*,

der let udledes af (64"),

der dannes af (64), medens man af (64') og (60') faar

2 / w--”, rtv 12w-l-3)/Tn+f
e« log sin = n ! ~ [ a„+1 — (— 1 )v Sn_p+i - (—I)” ~¡yp-

' »=. o

Ved Metoden i Art. 32 faar man endelig de almindeligere Formler

^Cr(p}dp =ÅYn(~}Sr(p}dp = (—I )”-*  n !J2r+i, «-i, 

‘o *o

Xi (y)C'r(^)^ = Ç Yn^Sr(p)dp = (—l)tt_1n! j JZr+l>„_i, 

o •'o

hvoraf man kan udlede en Mængde mere specielle.

(67)

(68)

(68')

(69)

(69')

logúeos pdp.

vi ud fra den bekendte Identitet

(«)

Sættes nu for Kortheds Skyld

(/?)

o

p = i

V = n

---- ^4-2n-l-l, m ,

62. For den videre Anvendelse af (69) gaa

^2«—2v

7T
§ 16. Bestemmelse af [p2n

faar man af (a) og (69)
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^2n-j-t, m ----

V =■ 1

2n—2>+l

1)P (2w^ +1)1 J?2V+1’W_1 ’
V H

Æ2n+1

(2ÏÏ+1H ’ At>m = O , m > 0.

m > O 
n > O ’ (70)

For de kommende Anvendelsers Skyld ville vi her meddele følgende specielle Til
fælde af (70):

l—2v4-t

A- 2v+1)!S2‘,+i’
-----7T (S2 S3 — $5) ,

V =
X—1 Tt2n'

> = 1

■¿8,1 = —7TS3, A5if =

Aÿt m = (—

^3,3 = — 7T(2s5 — S2S3).

(700

(71)

(72)

(73)

63. Betyder nu £'m Værdien af £m, naar — sættes i Stedet for tp, faar man af (/?)

der, ved selve Definitionen for atter kan skrives som

-^2n+l> m

Ï /yy^ ryy^  |
— 1 som sædvanlig betyder — eller ——, eftersom m er lige eller ulige, og livor

Løser man nu (/•') og de analoge med lavere Mærketal m med Hensyn til hn,™ og
de analoge, faar man

(¿)
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hvor Tallene an2v dannes efter Loven

(74)

Det i (Æ) fundne Udtryk for Izn,m 
Potenser af ; man faar

kan imidlertid ved (f) let ordnes efter stigende

hvor vi for Kortheds Skyld have sat

(75)

(740

Saaledes har man altsaa nu Midler til fuldstændig at reducere det bestemte Integral 
i (75) til de reciproke Potenssummer <rr.

64. Sættes i (75) 2^> i Stedet for ip, faar man
7T
2 p = m

= C„._P = ft„+,.»-/>, (76)
0 ¿0 = 0

der, naar n holdes konstant, kan tjene til en sukcessive Beregning af Integralerne for 
voxende m.

Antager man, at I2n,o, ••• Ln,r edle ere beregnede, behøver man saaledes 
kun at beregne et nyt Led, Cr+i, for at kende Ln.r+i-

For at rette en Regnefejl, der har indsneget sig i min tidligere Afhandling «Sur 
la sommation de quelques séries» 0, sætte vi i (76) n = 1, m = 2 og rø=3, hvorved

7T

log2 cos g dg = 4 (2#3,2 — (1)^1 #3,l + tfi#3,o),

7T
Ç^2log3cos^cfy> = Y 3 — 2 (3) <7i#3,2 +(0 <72ff3,l —-ít| #3.0) .

) Oversigt over Det Kgl Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger, 1896.
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Da a*  = ~, faar man af Formlerne (70)—(73):

7^3,0 — -^3,0 =

Hs, i == A3i i = --- 7T S 3 ,

-H3, 2 = A3¡ 2 -j- A3i o = y 7T S 4 ,

-03,3 = A3>3 -j- y A5ii = j(S5+S2S3),

hvoraf de sluttelige Formler

7t
Ç tf log2 cos (p d(f> = 4(4 ■S4 + (1)S3^1+S2^1)’ 

*0

7T
Ç ^>2 iog3 cos^c t/ÿ? = —j i 3 (s6 -j~ s2 s8) (1) 4' S4 ffi “F (2) s3 “k s2 fft) •
Jo

65. Sættes i (76) m = 1, faar man af denne Formel, ved Anvendelse af (72)
7T

22n+li* 2 —7 7T2”-21/4-1 ^2n4-l

(2sn)f"l08COS?’^ ~2< l“1),'(2»-2v+i)!^+,~<’'(^+ir!’
v = 1

(77)

der ogsaa kunde udledes ved Metoden i Art. 30.

Multipliceres (a) med logsin|^(fy>, og integreres derpaa fra 0 til n, faar man, 
ved at anvende (29), den med (77) analoge

7T
O2n—I/* 2 —7 yj.2n—21/-J-1
— ^«logsinpdp = <-|>‘'(2m_2m+1)!<T!“+1’ (77,)

l/ = 0

der ligeledes kunde findes ved Metoden i Art. 30; (77') er for n = 1 givet under en anden 
Form af Legendre1}.

66. Af andre specielle Tilfælde af (76) kunde man betragte n = O, der vilde give 
en Integralformel, som jeg tidligere har bevist paa flere andre Mander. For m = 2 reduceres 
Integralet endvidere let. Anvendes i dette Tilfælde (77), faar man efter en simpel Regning, 
som vi ikke her ville opholde os ved, den ejendommelige Formel

) Exercices de calcul integral.
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Tt

J (2n) ! log2 cos^ d<f) 2 /7r\2n+3
(2n-j- 1)1 \ 2 /

Tt

(2^! (f)2“+3+J J'^-r'logsinÿlogcos^^Æ^ (78)

(78) har et Par analoge, som det imidlertid vilde føre os for vidt at komme ind 
paa her.

7T
2 
y?2"_1logi’ cos (f> dtp.

o

67. Af Formlen (69') ser man derimod, at Bestemmelsen af
7T Tt
2 (.T

log? cos$í>cfy>, X^logí’sin^í/^,
o •’o

hvis 7> 1, eller for det sidstes Vedkommende n > O, foruden 7r og ar tillige kræver 
Rækkerne j2',n,n, saaledes at vi altsaa ikke her kunne føre denne Bestemmelse til Ende.

Da Rækkerne ar aabenbart gribe dybt ind i disse Problemer, da jeg endvidere er 
stanset ved de samme Rækker i andre Undersøgelser, har Dr. Burr au beregnet mig den 
følgende Tabel over Summen af a1? a2, «3, «64-

Summationerne ere udførte ved at beregne Led for Led. Sidste Decimal er afrundet 
ved den sædvanlige Brug af Prikken, der antyder, at de næste Decimaler falde mellem 
0'25 og 0’75 af den sidst medtagne Enhed; under 0‘25 ere de bortkastede, over 0'75 
forhøjede.

Som Kontrol har man Formlen

4. = - 4) = 4 «*  - JT;¿ •
V = 1 V — 2

Af Tabellen faar man

iai = 0-34567 35902 79972 65471,
^164 = 0-34567 35902 79972 65469-.

Endelig viser en Sammenligning mellem Bïirrau's Værdi for = log2 og
J. G. Adams's *)  (med 263 Decimaler) den fuldstændigste Overensstemmelse.

g 17. Om jj

) Proceedings of the Royal Society of London, Vol. XXVII, Pag. 92 (1878).
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B urr au s Tabel over Tallene an.

ai 0-69314 71805 59945 30942 «33 = 0-50000 00000 29103 85295
a2 = 0'58224 05264 65012 50590 «34 = 0-50000 00000 14551 92273
a3 = 0-53721 31936 08040 20094 «35 — 0-50000 00000 07275 96011-
a4 = 0-51747 90616 73899 38633 «36 = 0-50000 00000 03637 97964-
a5 = 0-50840 05792 42268 70746 «37 == 0-50000 00000 01818 98968-
a6 = 0-50409 53978 03988 55069 «38 = 0-50000 00000 00909 49479-
«7 0-50201 45633 24708 49457 «39 0-50000 00000 00454 74738
a» = 0-50099 66590 97051 91055- «40 = 0-50000 00000 00227 37368-
a9 = 0-50049 48881 05953 61004 «41 — 0-50000 00000 00113 68684
«10 0-50024 63206 06006 77501 «42 = 0-50000 00000 00056 84342
«11 = 0-50012 27915 29867 95519 «43 = 0-50000 00000 00028 42171
«12 = 0-50006 12742 26900 57874 «44 = 0-50000 00000 00014 21085.
«13 == 0-50003 05969 39516 83244 «45 = 0-50000 00000 00007 10542-
«14 = 0-50001 52851 61619 80326 «46 = 0-50000 00000 00003 55271-
«15 = 0-50000 76381 65262 83175 «47 = 0-50000 00000 00001 77635-
«16 — 0-50000 38176 15849 76963 «48 = 0-50000 00000 00000 88818
«17 = 0-50000 19083 20253 25675 «49 = 0-50000 00000 00000 44409
«18 = 0-50000 09539 97881 10079 «50 = 0-50000 00000 00000 22204-
«19 = 0-50000 04769 44936 19121 «51 = 0-50000 00000 00000 11102
«20 =~- 0-50000 02384 54485 92692 «52 = 0-50000 00000 00000 05551
«21 = 0-50000 01192 21253 71119- «53 = 0-50000 00000 00000 02775-
«22 = 0-50000 00596 08631 63576- «54 = 0-50000 00000 00000 01387-
«23 -■= 0-50000 00298 03651 04432- «55 ==- 0-50000 00000 00000 00694
«24 = 0-50000 00149 01604 00470 «56 = 0-50000 00000 00000 00347
«25 = 0-50000 00074 50728 18096- «57 = 0-50000 00000 00000 00173-
«26 = 0-50000 00037 25339 48883- «58 = 0-50000 00000 00000 00086-
«27 = 0-50000 00018 62661 54486- «59 = 0-50000 00000 00000 00043-
«28 = 0-50000 00009 31328 03953 «60 = 0-50000 00000 00000 00021-
«29 = 0-50000 00004 65663 10887- «61 = 0-50000 00000 00000 00011
«30 = 0-50000 00002 32831 25082- «62 = 0-50000 00000 00000 00005-
«31 = 0-50000 00001 16415 52421 «63 = 0-50000 00000 00000 00002-
«32 = 0-50000 00000 58207 72837 «64 = 0-50000 00000 00000 00001


